Physik fiir Mediziner

Aneurysma

a) Beieinem Patienten tritt eine Gefdflerweiterung an der Aorta auf, bei der sich der Gefdfldurchmesser um das 1,8-fache
erhoht. Die normale Fliegeschwindigkeit ist 0,4 . Auf welche Geschwindigkeit verringert sich das Blut innerhalb
der Erweiterung?

Statt dem 1,8-fachen Durchmesser nehmen wir den x-fachen Durchmesser, um es allgemein zu 16sen. Die Flief3ge-

2 2
schwindigkeit v; sei 0,4 7. Die Querschnittsfliche der Aorta sei vor der Gefiflerweiterung A; = nr} = n(%) = 7'[%1
mit dem Durchmesser d;. Nach der Gefiflerweiterung erhoht sich der Durchmesser der Querschnittsfliche um das
x-fache, also gilt d, = x - d;. Damit gilt fiir den Flacheninhalt des Querschnitts nach der Gefiflerweiterung

d2 -dp)? 2. a2
._Z:ﬂ.—(x 1) = -—x lzxz-ﬂzl:xz.Al

A, =T
2 4 4 4

Dies benutzen wir in der Kontinuititsgleichung:
proAivi=p, Az v

Da sich die Dichte p, des Blutes nicht dndert (also p; = p,), kdnnen wir sie auf beiden Seiten rauskiirzen und es bleibt:
A=Ay

vy ist gegeben und v, wollen wir herausfinden. Also umstellen und den oben ermittelten Zusammenhang der Quer-
schnittsflichen hinzunehmen:

Ar-vi Airrvi o

A2 x2 . A1 x2

V2

Bei unseren Werten von v, = 0,4 2 und x = 1,8 kommen wir auf v, = g T ~0,12357.

b) Durch die gednderten Stromungsverhaltnisse dandern sich auch die Druckverhéltnisse innerhalb des Aneurysmas. Um
wieviel steigt der statische Druck? (Dichte Blut: 1,050 %)

Die Dichte von Blut ist 1,050 &5 bzw. 1050 % in SI-Einheiten.

cm

Die Bernoulli-Gleichung' besagt
1
p+ 2PVt pggh = const.

Wir betrachten wieder zwei Zusténde: vor der GefifSerweiterung und nach der Gefiflerweiterung. In beiden Zustan-
den muss p + %pﬂv2 + pagh konstant sein. Es gilt demnach

1 1
Pr SPavi + Pagh = P+ SpyVs + pogh

Der Summand pggh ist auf beiden Seiten gleich, weil sich weder die Dichte noch die Hohe und schon gar nicht die
Erdbeschleunigung dndert. Das kénnen wir eliminieren und erhalten:

+1 2 +1 2
—paVy = —paV
J5! 2Pﬂ1 p2 2Pﬂ2

' Achtung: auf seinen Folien ist ein Fehler: bei v fehlt das Quadrat.
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Gesucht ist der Druckunterschied, also p, — p; (nachher — vorher). Stellen wir die Gleichung danach um:

1 - 1 5 1 2_ .2

—P1==pgVi — =pg¥s = =pg (Vi — Vv
P2=P1= PV~ S P2 2Pﬂ( =)
Eingesetzt und ausgerechnet kommen wir auf

p2—p1= 76 Pa

Bypass

Ein Bypass ist eine Moglichkeit, um bei konstantem Druckabfall die Belastung verengter Blutgefafie zu verringern. Dabei
flief3t das Blutes teils durch das verengte Gefif3 und teils durch den Bypass.

Die Volumenstromstirke soll um einen Faktor 3,8 erhoht werden!

a) Den wievielfachen Gefafldurchmesser muss der Bypass haben, wenn man von einer festen Stromungsgeschwindigkeit
im gesamten Gefdfquerschnitt ausgeht?

Wir gestalten die Losung dieses Problems als ein Drama in drei Akten.

Akt 1: Exposition Sei x der Faktor, um den sich die Volumenstromstirke erhoht (damit wir das Problem wieder
allgemein 16sen). Wieder betrachten wir zwei Zustdnde: vor und nach der erhéhten Volumenstromstirke (Q; und
Q). Fur Q gilt Q) = vy, - Ag, wobei Ag die Querschnittsfliche des Blutgefifles ist. Fiir Q, gilt Q, = vy, - A, wobei
A die Summe der Querschnittsflichen von Blutgefdff und Bypass ist (also A = Ag + Ap). Das Blut verteilt sich nach
dem Legen des Bypasses auf das Gefaf3 und den Bypass. Fiir die Querschnittsfliche (eines Kreises) gilt wie immer
A=m- dIZ. Die Aufgabenstellung sagt, dass sich die Volumenstromstarke um den Faktor x erhoht, also gilt Q, = x- Q;.
Gefragt ist: ,,den wievielfachen Gefdfldurchmesser muss der Bypass haben?®, also gibt es einen Zusammenhang zwi-
schen dem Durchmesser des Gefifles dg und dem Durchmesser des Bypasses dp der Form dp = k- dg bzw. k = Z—g
und genau dieses k suchen wir.

Akt 2: Entwicklung Aus Q; = v, - Ag und Q; = vy, - A folgt

L2
A A

Vm

In diese Gleichung setzen wir die vorbereiteten Zusammenhénge aus Akt 1 ein:

&:x'—Ql |'Q
Ag Ag+Ap el
1 X
- -(Ag+A
AG AG+AB | ( G B)
_AG+AB
= Ag
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Hier diirfen wir natiirlich nicht einfach kiirzen?. Stattdessen verteilen wir den Nenner auf die einzelnen Summanden:

Ac Ap
X=— +—
Ac Ag
-1+ 22 (Flache eines Kreises war doch gleich?)
G
5
=1+ d42 (alles Unwichtige rauskiirzen)
e
d dp \?
=1+—2 =1+ (—B)
dg dg

Und genau diesen Quotienten Z—g suchen wir. Wir konnten dafiir jetzt das k aus Akt 1 einsetzen, aber das wiirde

vermutlich mehr verwirren als niitzen. Bleibt nur noch: Gleichung umstellen!

d
—=Vx-1 (ganz genau wire es d_B = +\/x — 1, aber nur aus mathematischer Sicht)
G

Akt 3: Lésung Wenn wir mal den vorgegebenen Faktor der Aufgabe ignorieren und annehmen, dass sich die Vo-
lumenstromstérke verdoppeln soll (also x = 2), dann miisste der Bypass den /2 —1 = 1-fachen Durchmesser des
Gefifles haben, damit die Stromungsgeschwindigkeit gleich bleibt. Also genauso grof3, was Sinn ergibt.

Bei uns war der Faktor jedoch 3,8, also muss der Bypass den 1,673-fachen Durchmesser haben.

b) Den wievielfachen Gefifidurchmesser muss der Bypass haben, wenn man nach dem Gesetz von Hagen-Poiseuille
einen parabolischen Geschwindigkeitsverlauf annimmt?

Wir nehmen das Gesetz von Hagen-Poiseuille her:

n-r4-Ap

Q= 8.7 Al

und betrachten wieder zwei Zustande Q; und Q, (vorher und nachher), wobei wieder Q, = x - Q; gilt. Weiterhin
gilt, dass sich die Volumenstromstirke Q, aus den Volumenstromstarken von Gefif$ und Bypass zusammensetzt, also
Q2 = Qp + Qg, wobei Qg nichts anderes ist, als unsere anfingliche Volumenstromstirke Q;. Es ist also Qg = Q.
Fithren wir das mit dem Gesetz von Hagen-Poiseuille zusammen:

Q=x-Q
Qs +Qg=x-Qg
+
Qg Qg
n-rg-Ap 4 4 dp 4 4
- r T 5 d
=1+ SZAAI :1+ff:1+(—3) =1+ :1+(—B)
wrgAp TG G TG dg
8--Al

2 . . .
Aus Differenz und Summen, kiirzen nur die ...

3/5



Physik fiir Mediziner

<)

Das stellen wir wieder nach Z—Z um und erhalten:

ds .

=Vvx-1
dg
Fiir unseren Faktor von 3,8 erhalten wir, dass der Bypass v/3,8 — 1 = 1,294-mal so grof§ sein muss.
Wir hitten Teilaufgabe a) nach dem gleichen Prinzip angehen kénnen (Q; = x- Q = x = % = %) und wiren

dort auch auf Z—g = v/x — 1 gekommen.
Um welchen Faktor dndert sich der effektive Stromungswiderstand?
Hinweis: Bilden Sie beispielsweise den Quotienten der Volumenstromstarken.

Eben haben wir gezeigt, dass

Yri-1=L

rG

Also gilt fiir rp:
rg = ({*/J_C - 1) S 7e
Fiir den Stromungswiderstand gilt:

8-n-L
mert

R=
Wir suchen wieder einen Faktor, um den sich der Stromungswiderstand erhoht, also gilt folgende Beziehung:
Ry=k-R, < k==
R, ist der Stromungswiderstand mit Bypass und R; ist der Stromungswiderstand ohne Bypass. Sei r wieder die Summe

der Radien von Gefaf3 und Bypass (r = r¢ + rp), dann erhalten wir:

8nL 4 4 4 4 4
& _ -t _ r_G _ rG rG _ T’G _ T’G 1

4 4

Rl_n‘fg r4_(7’G+1’B)4:(rg+(\4/9_c—1)-r6)4 (Vx-rg)" x1g X

o]

Bei x = 3,8 erhalten wir demnach eine Steigerung des Stromungswiderstandes um das 0,263-fache.

Diffusion

Ein in Wasser gelostes Molekiil habe eine Diffusionskonstante von 8,1 - 10710 mTZ Wie lange dauert es im Mittel, bis dieses
Molekiil eine Strecke von 3 mm zuriick gelegt hat?

Die mittlere Diffusion eines Molekiils in eine Raumrichtung betragt

Xavg = V2-D-t

Stellen wir das nach t um, dann erhalten wir

2

xavg

2D
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Jetzt noch die nervige Einheitenkonvertierung und wir erhalten

_ 2
(3mm)> (3-107%m) 91076 m? .
= = =0,5555555-10"s = 5555,555s = 1,543 h

t= - _
2:81-107102  2.81.107102  2.81-1070 2"

Infusion

Ein Patient bekommt eine Infusion durch eine Nadel von 3 cm Lange und 0,3 mm Durchmesser. Die Infusionslésung hat
eine Dichte von 1,094 C% und eine Viskositiat von 0,000 88 Pa s. In welcher Hohe muss der Infusionsbeutel mindestens

héngen, um gegen den Blutdruck von 110 mmHg eine Infusion mit 1 ;“1—11;1 zu gewahrleisten?

Wenn man sich die Folien und Rechenbeispiele genau ansieht, dann erkennt man beim Gesetz von Hagen-Poiseuille
folgenden Zusammenhang: wenn eine Fliissigkeit durch eine Rohre fliefft, dann kommt es zu einem Druckabfall (Ap).

Schauen wir uns diesen Druckabfall an:

4
Q= oAl Gesetz von Hagen-Poiseuille — nach Ap umstellen
. 1/] .
Q-8-n-Al
Ap==—"""UZ
P et

Kurz die Einheiten konvertieren:

Q_1m1_1-10_3L_1-10_6m3 1 em’
" "min  60s  60s 60 s

Al=3cm=3-102m
d=03mm=3-10"*m=7r=15-10"*m

ke
m3

p=1,004 5 = 1,094.10°
cm

5 = 0,00088Pas = 8,8-10"* Pas
Ergibt fiir unser Beispiel: Ap = 2213,24 Pa, d. h. allein fiir das Durchflielen der Nadel muss die Infusionslésung einen
Druck von 2213,24 Pa aufbauen. Dazu kommt aber noch der Blutdruck von ppj, = 110mmHg = 110 - 133,322 Pa =
14 665,42 Pa, den die Infusionslosung iiberwinden muss, um in den Kreislauf zu gelangen (andernfalls pumpt das Herz

Blut in den Infusionsbeutel). Um diesen Druck aufzubauen, wird der Beutel in eine bestimmte (und bei uns gesuchte)
Hohe gehéngt, sodass sich ein Schweredruck ergibt. Dieser Schweredruck berechnet sich durch

psp=p-g-h

und er muss mindestens so hoch sein, dass der Druckabfall in der Nadel und der Blutdruck iiberwunden wird. Also gilt

Ap + PBiut = Psp
Q-8-1-Al

" +ppc=p g h (nach h umstellen)
7'[ .
- L+ Pt
P8

Eingesetzt und ausgerechnet kommen wir auf 4 = 1,573 m. Bei Ilias wird jedoch hauptséichlich 1,4 m akzeptiert.
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